
ربیع حمیدرضا دکتر مدرس: کامپیوتر مهندس ده ی دانش

خط جبر
٩٩ اول نیم سال

٨/۶ تحویل: تاریخ گراف ها و برداری فضای دوم سری تمرین

ثابت کنید است. W به V از خط نگاشت T و هستند متناه بردار با خط فضا هایی W و V کنید فرض .١
BV پایه تبدیل با نگاشت ماتریس اگر ه طوری به دارند وجود W و V ترتیب به از BW و BV پایه های
ازای به M(T )i,i درایه های به جز هست صفر درایه هایش همه M(T ) یریم ب نظر در M(T ) را BW به

است. ١ برابر درایه ها این در و ١ ⩽ i ⩽ dim(R(T ))

م باشد: زیر فرم به A٣ ماتریس از i, j درایه کنید ثابت است. n× n ماتریس A کنید فرض الف) .٢

(A٣)i,j =
n∑

k=١

n∑
l=١

Ai,kAk,lAl,j (١)

ثابت کنید: و دهید تعمیم را (١) نتیجه ب)

(An)i,j =
∑

<k١,k٢,k٣,...,kn>

(Ak١,k٢Ak٢,k٣Ak٣,k۴ ...Akn−١,kn) (٢)

k١ = i طوری که به است n تا ١ اعداد از دلخواه دنباله ای < k١, k٢, ..., kn > دنباله طوری که به
است. شرط چنین با دنباله هایی تمام بر روی جمع واقع در (٢) عبارت و kn = j و است

ساده گراف مجاورت ماتریس A اگر کنید ثابت قبل بخش های در آمده به دست نتایج از استفاده با ج)
(An)i,j با است برابر j به i از گشت ها تعداد آن گاه باشد، G مثل

اگر است Ai,j = ١ طوری که به است n×n ماتریس ی رأس n با G گراف مجاورت ماتریس –
است. ٠ برابر اینصورت غیر در و داشته باشد وجود گراف در j و i رأس بین یال اگر تنها و

در آن متوال  رأس دو هر طوری که به است رئوس از دنباله ای G گراف در x طول به گشت ی –
شده اند. متصل به هم یال توسط دنباله این

٠, ١ اعداد گراف این یال های و رئوس تمام روی م خواهیم است. مفروض یال m و رأس n با G گراف .٣
باشد. برقرار زیر شرایط طوری که به دهیم قرار

داشته باشیم: دهیم. نشان xuv با را uv مثل یال روی عدد و دهیم نشان xv با را v مثل رأس هر روی عدد اگر

است.) XOR علامت رفته کار به (علامت xuv = xu ⊕ xv داشته باشیم ،uv مثل یال هر ازای به •

داشته باشیم: < v١, v٢, ..., vk, v١ > مثل گراف در دور هر ازای به •

xv١v٢ ⊕ xv٢v٣ ⊕ ...⊕ xvkv١ = ٠

داشته باشیم: {uv١, uv٢, ..., uvk} فرم به مجاورش یال های تمام و v مثل رأس هر ازای به •

xuv١ ⊕ xuv٢ ⊕ ...⊕ xuvk = ٠

١



گراف ل ش گرفتن ورودی با که دهید ارائه O((n + m)٣) از وریتم ال خط جبر متد های از استفاده با
باشند. برقرار بالا قوانین طوری که به بشمارد را یال ها و رئوس به ده مقدار روش های تعداد

داریم را ی و صفر اعداد حقیق اعداد جای به آن در که کنید تعریف خط ای فضای م توانید راهنمایی:
مشابهت های به سپس است. خط فضایی چنین کنید ثابت و آن هاست XOR همان عدد دو جمع آن در و
را نظر مورد وریتم ال کلاس در شده ارائه مدل سازی های با نهایتا و بپردازید کیرشهف قوانین با بالا قوانین

کنید. پیدا

به بردار هایی شامل که م باشد M آن مجموعه ی زیر و یرید ب نظر در را C٣ مختلط برداری فضای الف) .۴
که: م باشد (α, β, γ) صورت

α = ٠ –
β + α = ١ –
β + α ⩾ ٠ –

α ∈ R –
م باشد. C از زیرمجموعع ای M بالا حالت های از ی کدام در

سان ی اسپن هستند، بردار ٢ دارای کدام هر که R٢ فضای از مجزا مجموعه ی زیر ٢ است ن مم آیا ب)
باشند؟ داشته

تعریف زیر صورت به yرا xو باشند. برداری فضای ,y١}پایه های y٢, ..., yn} ,x١}و x٢, ..., xn} اگر الف) .۵
دارد؟ وجود y و x بردار  های بین ارتباط چه م  کنیم.

x = α١x١ + ...+ αnxn

y = β١y١ + ...+ βnyn

اگر باشند. برداری فضای ,y١}پایه های y٢, ..., yn} ,x١}و x٢, ..., xn} اگر ب)

α١x١ + ...+ αnxn = β١y١ + ...+ βnyn

دارد؟ وجود β αو بین ارتباط چه

زیرفضای ٢ شامل زیرفضا ها از ی اگر فقط و اگر V زیرفضای ی V فضای  از زیرفضا ٣ اجتماع کنید اثبات .۶
باشد. ر دی

:E ⊂ V اسپن ترین کوچ ویژگ  این گرفتن نظر در با یرید. ب نظر در را V برداری فضای .٧
E ′ = E پس span(E) = V و E ′ ⊂ E اگر

بالا ویژگ دارای و span(E) = V پس م کند اسپن را V که E ⊂ V مانند   مجموعه ای زیر کنید اثبات
م باشد. V برای پایه ی است،

یال هایش وزن و وزن دار یال هایش طوری که به یال m و رأس ۴ ⩽ n با همبند، گراف است G کنید فرض .٨
است. صفر برابر آن دور های همه وزن جمع م دانیم همچنین است. حقیق

بردار های که م کنیم تعریف صورت این  به گراف این گراف این روی وزن های با متناسب برداری فضای ی
جمع عملیات م باشد. iام یال روی نوشته شده وزن متناظر آن  بردار هر iام مؤلفه که هستند هایی mتایی آن

یعن م کنیم، آن ها برداری فرم در الر اس ضرب یا جمع عمل با متناظر را گراف ها این روی الر اس ضرب و
مثل دلخواه یال وزن اول وزن گذاری در اگر که است Gگراف روی گذاری ای وزن αW١(G) + βW٢(G)
αW١uv+βW٢uv برابر αW١+βW٢ وزن گذاری در باشد، W٢uv دوم وزن گذاری در و باشد W١uv برابر uv

است.

٢



هر روی وزن  جمع (که بنامیم خصوصیات این با گراف ها تمام مجموعه را S(G) اگر کنید ثابت الف)
است. خط فضای ی S(G) آن گاه باشد) صفر آن از دور

داریم: G گراف هر ازای به کنید ثابت ب)

dim(S(G)) ⩽ n− ١

که دارد وجود G مثل گراف کنید ثابت ح)

dim(S(G)) = ٠

٣


